Chapitre 4

ETATS DE CONTRAINTE
ET DE DEFORMATION

4.1 INTRODUCTION

L'objet de ce chapitre est 1'étude des effets des charges sur les ¢léments
auquels elles sont appliquées, en termes de contraintes et de déformations. Ces
dernieres constituent l'outil principal de mesure de la résistance et de la rigidité
des éléments. En d'autres termes ce sont les quantités de base d'appréciation de
I'état et du comportement des éléments sous l'effet des charges. Les définitions
des notions de contraintes et de déformation seront d'abord présentées, ensuite
les différents ¢états de contraintes seront examinés. Les procédés de
transformation (translation et rotation) des contraintes et des déformations
seront énoncés. Finalement les relations entre les efforts et les contraintes d'une
part, et d'autre part, entre ces dernieres et les déformations seront aussi ¢tablies.

4.2 NOTION DE CONTRAINTE

Les efforts internes définis dans le chapitre précédent, engendré par des
forces extérieures, ne sont que les résultantes des efforts ¢lémentaires agissant
sur chaque section de I'élément sollicité par les forces extérieures. On appelle
ces efforts élémentaires, contraintes.

On considere les plans sécants m et ' passant par un point O d'un corps
sollicité par des forces extérieures (Fig4.1). Une contrainte normale ¢ de
traction ou de compression au point O est l'effet d'éloignement ou de
rapprochement respectivement des plans m et n'. L'effet de glissement des deux
plans est attribué aux contraintes tangentielles t. L'existence simultanée des
contraintes normales et tangentielles tend a déplacer les plans suivant la
direction de la résultante dite vecteur contrainte p.

L'étude de cette contrainte p pour toutes les orientations de I'élément de
surface unitaire ds se trouvant dans un endroit précis de la section est appelée
'Ctat de contrainte autour d'un point'.
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Fig. 4.1

4.3 ETAT DE CONTRAINTE

Découpons au voisinage du point O du
corps sollicit¢ un parallélépipede rectangle
infiniment petit de cotes dx, dy et dz. Sur
chaque face de ce parallélépipéde agissent
une contrainte normale et deux contraintes
tangentielles. La contrainte normale est
positive quand elle agit sur une facette
positive dans le sens positive de l'axe
considéré ou sur une facette négative dans le
sens négatif de cet axe. Une contrainte
tangentielle est positive quand elle agit sur
une facette positive dans le sens positif de
l'axe parallele a la facette ou sur une facette
négative dans le sens négatif de I'axe
parallele a cette facette. Toutes les contraintes
de I'élément représenté sur la Fig. 4.2a sont
positives.

L'état de contrainte plan est le cas
particulier d'une seule facette du volume ou
sur chaque coOte agissent une contrainte

normale et une contrainte tangentielle (Fig.
4.2b).

L'état de contrainte linéaire est le cas
particulier d'un seul coté de la facette sur
lequel agissent une contrainte normale et une
contrainte tangentielle (Fig. 4.2c¢).

Gz

(c)
Fig. 4.2
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4.3.1 Equations de transformation de l'état de contrainte linéaire

Pour une barre en traction N
(Fig. 4.3), la contrainte normale qui Py
se développe dans la section S est T
donnée par: fo T

o= (4-1) Jﬁ N

S

L'état de contrainte dans un plan
quelconque S, dont la normale
extérieure n, coupe l'axe 6 sous un l
angle a, la contrainte totale p, est N
¢gale a Fig. 4.3

p =N sa (4-2)
s. s

a

=0 Cos o (4-3)
Les contraintes normales et tangentielles dans la section S,
G, = Pg, €OSQ. = G cos’al (4-4)
Tg, = P SIna = & cosa. sina. = (1/2) o sin2a (4-5)
Etude de l'orientation:

Omax =0 =Py ¢=0=17=0 (4-6)

Tmax = 0/2 o =7/4= oy/q=0/2 (4-7)
Considérons les contraintes qui agissent sur deux sections orthogonales:

T = (1/2) o sin2a, (4-8)

Tat+ /2~ Ta

c'est la loi de réciprocité des contraintes tangentielles

4.3.2 Equation de contrainte de l'état de contrainte plan

Pour connaitre les contraintes suivant une direction a par rapport a 'axe x,
nous isolons une partie de 1'élément en forme de prisme triangulaire (Fig. 4.4)
droit. Soit S l'aire de la face du prisme opposé a I'angle droit, on a:
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Fig. 4.4

Ay =S cosa (4-9)
Ay =S sina (4-10)

Les contraintes sur les différentes faces du prisme doivent s'équilibrer, on a:

Suivant la normale:

2Fy=0

= AG-Acycoso’ - Arxycosoc : sinoc-AGy sinzoc-ATyxsinoc .cosa. =0 (4-11)
Suivant la tangente:

2 Fg190=0

= ATy tAGKCOSAL . SINOAL-ATyyCOS’ 0t ATy SIN*0-ACy, sinat . cosa, = 0 (4-12)

Soit
Gq = Ox Cos’0 + Oy sin*o. + 21y sino . coso (4-13)
To=-(0x - Gy) sina . cosal + Txy (cos?a - sin’a) (4-14)

en substituant dans les équations (4-13) et (4-14) les expressions de

cos?a = 1/2(1+cos2a), sin*a = 1/2(1- cos2a) et sina . cosa = 1/2 sin2a, on
obtient:

c.+o, o©,—-0C
o, = x2 L+ ——cos2a +7,,sin2a
c.+o0, O©,—-0C
_TxT%y x %y :
O pi90 = 7 cos2a — 7, sin2a (4-15)
c,—0O

7. =— Ysin2a+r. cosa
2 w
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Les <équations (4-15) sont connues sous le nom d'équations de
transformation des contraintes dans le plan.

Les Contraintes principales:

En variant 'angle o, les contraintes normales et tangentielles varient. Pour
des raisons de résistance, les valeurs maximales des contraintes sont d'une
grande utilité.

Pour déterminer la facette sur laquelle agit la contrainte normale o1, on
annule l'expression de la dérivée par rapport a a. de .

do, c,—-0

=0=>———sin2a+7,,cos2a =0 (4-16)
da 2
. 22-)6
etontire 1g2a, = — (4-17)
o,—0,

En utilisant (4-17), on peut écrire:

Oy~ O-y . Txy
cos2a = et sin2a = R (4-18)
2
o,.—0O
avec R= J% +7;, (4-19)

Par substitution dans (4-15), on obtient:

2
_%:%9y +\/(O-x_o-y) 2

R (4-20)

20 =0 (4-21)

Pour distinguer l'orientation des axes principaux, on remplace l'angle
aq € [-n/2, +n/2] donné par la formule (4-17) dans l'expression de o, et on la
compare avec G| et 6o Ainsi on identifie la direction de l'un des axes
principaux, l'orientation du deuxi¢me axe correspond a l'angle (o £ n/2). Le
sens positif des angles est le sens trigonométrique.

On peut aussi utiliser les eq. (4-18) et (4-19) pour déterminer l'angle oy car
sur l'intervalle [0, 2] un seul angle peut satisfaire les 2 équations en méme
temps.

Suivant un systeme d'axes orientés de o par rapport aux axes principaux les
équations de transformations s'écrivent en fonction des contraintes normales
principales sous les formes suivantes:
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_o1t0y 0,-0,

o, 5 cos2a
O pi90 = S cos2a (4-22)
o,—0, .
T, =——1 “Z5in2a
2

On procede de la méme manicere que pour les contraintes principales, en
annulant l'expression de la dérivée de 7 :

o.—0C
dr, =0=>-2| ——Lcos2a+ Tyy sin2a |=0 (4-23)
da 2
c,—0C
= 19201y, = __x 7y (4-24)
2T

xy
on remarque que:

4-25
1g2a,
par analogie avec: 1g(6 % %) =—ctgl (4-26)
on a donc:
2&00 = 2&0 T Z
2 (4-27)

= 0)=ayt—

RN

Le plan des contraintes tangentielles maximales est a 45° par rapport a celui
des contraintes normales principales.

de (4-24) on déduit que:

T -c
cos 2ay, = % et sin2eq, = —% (4-28)

et en substituant ces valeurs dans 'expression 7, des eq.(4-15) on obtient
l'expression de la contrainte tangentielle maximale:

2
O,.—0O
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Les orientations des facettes des contraintes tangentielles maximales sont
déterminées de la méme fagon que les axes des contraintes principales en
remplacant l'angle o € [-n/2, m/2] dans l'expression (4-15) et on compare
avec 1 3.

La contrainte normale associée est donnée par:

o,+0,
Ouss = O0qo0 = T (4'30)

4.4 CERCLE DE MOHR POUR LES CONTRAINTES

Le principe de la représentation graphique des contraintes connue sous le
nom de cercle de Mohr est similaire a celui qu'on a décrit dans le chapitre 2

concernant les y,
propriétés
géométriques des oy )

O
formes. L'axe des !

abscisses  représente s Gy )0‘0 .
les contraintes ~ < ‘/X X
normales et les

T i \

contraintes Xy <]
tangentielles sont oy
projetées sur un axe
perpendiculaire dirigé

vers le bas, afin que le sens positif des angles soit le sens trigonométrique.

- ‘

T
] Xy

Fig. 4.5

Le cercle de Mohr peut étre
positionné sur le plan (G, 1) en
connaissant l'état de contrainte
en un point défini par oy, oy et
Txy et de [l'utiliser pour
déterminer graphiquement les
contraintes principales 61 et 6.
Dans ce cas on fixe deux points
Aoy, Txy) et B(oy, Txy) sur
le plan (o, 1) et on prend le J

. Txy
segment AB qui coupe l'axe o
en C comme le diametre du Fig. 4.5
cercle de Mohr ayant son centre
en C. Les points d'intersection de la circonférence avec I'axe ¢ déterminent les
contraintes 6] et 6. L'angle entre AC et I'axe o est égal a 2a.

Le probleéme indirect consiste a construire le cercle de Mohr a partir de 1'état
de contrainte principal et de déterminer ensuite n'importe quel état de contrainte
orienté d'un angle a.
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4.5 RELATIONS ENTRE CONTRAINTES ET DEFORMATION

Considérons une barre constituée dun matériau homogene et isotrope
sollicité par des forces axiales (Fig. 4.6).

En supposant que l'hypothese

de Bernoulli est valable, alors i ’ P
toutes les fibres d'un élément de ‘ l
longueur L s'allongent d'une | N
longueur AL et leurs allongements ) L AL

relatifs € sont définis par:

AL
& =——=constante
L
(4-31)

La relation contrainte-déformation est définie par la loi de Hooke qui traduit
la dépendance linéaire des déformations par rapport aux contraintes:

P =% ou o =Ee (4-32)

Ou E est le coefficient de proportionnalité appelé module d'élasticité ou
module d'Young.

E a la dimension d'une contrainte [N/mm?] et représente une des constantes
caractéristiques mécanique du matériau.

Comme oy conduit a l'apparition de la déformation relative €y, il en est de
méme pour les contraintes tangentielles Txy qui engendrent des déformations
relatives yyy,. Sion considére maintenant un élément de volume unitaire soumis
a l'action de la contrainte Ty, le déplacement de la facette x le long de l'axe y
provoque une distorsion des facettes z, faisant ainsi varier 1'angle droit de Txy
comme le montre la Fig. 4.7

La relation entre la contrainte tangentielle et
la déformation relative vy, est exprimée par la —=-
loi de Hooke pour le cisail?/ement par: .

Vg = (4-33) /

Ou G est le coefficient de proportionnalité B
qu'on appelle module d'élasticité transversal qui
a les dimensions d'une contrainte. z

YXY

4.5.1 Loi de Hooke généralisée Fig. 4.7

La loi de Hooke généralisée traduit les relations lindaires entre
contraintes et déformations dans le cas tridimensionnel.
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Considérons d'abord les déformations normales ey, &y et &, de I'¢élément de
volume unitaire de la Fig. 4.8. Ces déformations peuvent étre exprimées en
termes des contraintes normales par superposition de leurs efforts.

Chaque  contrainte  normale z,
provoque selon son axe d'application
une déformation relative € )/ . ﬂ
proportionnelle a la contrainte G: i €z
o . :
E=— (4- pad 47 |
E : ! | -
34) | | X
et suivant les deux autres axes, | Y €x
des déformations relatives | ‘%Z‘
””””””” Ey
, o
g =-v— (4- y
E
35) et
. o T T
g'=-v— (4- | ! uc /E
E ‘
36) 3
v est le coefficient de Poisson, -
sans dimension (0< v <0.5) >~ c/E
Donc la déformation relative Fig. 4.8

suivant chaque axe est la somme de
la déformation relative due a la contrainte suivant cet axe et celles provoquées
par les contraintes selon les deux autres axes perpendiculaires.

D'ou
o
P S B S | ) (4-37)
De méme pour

&y = % [ay -v(o, + O'Z)] (4-38)

z

g, = %[a ~v(oy +0,)] (4-39)

I1 faut noter que les contraintes tangentielles ne provoquent qu'une distorsion
angulaire:

7xy == (4'40)

Ces équations représentent la loi de Hooke généralisée caractérisée par les
constantes ¢élastiques E, G et v. Un matériau élastique, isotrope, est
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complétement défini par E et v car il existe une relation entre les trois
parametres définie par:

_E
C2(1+v)

(4-41)

Le module d'élasticité E est une caractéristique de la rigidité¢ du matériau. Il
représente sa capacité a s'opposer a la déformation. Quelques valeurs typiques
de E pour certains matériaux sont données dans le tableau suivant:

Matériaux E (N/mm?)
Caoutchouc 8.
Plastique, Polythene, Nylon 1400.
Bois (le long des fibres) 14000.
Béton (200) 23000.
Verre ordinaire 70000.
Aluminium allié 70000.
Aciers alliés 210000.
Diamant 12000000.

Variation d'un volume unitaire
La variation d'un volume unitaire V() = Ix1x1 d'un point d'un corps soumis

a des contraintes normales peut étre écrite comme:

AV =V; - Vo = (1+ &)1 +&,)(1+¢,) -1 (4-42)

V¢ : volume de I'élément aprés déformation
V(: volume initial de 1'élément

En négligeant les termes faisant intervenir le produit des petites quantités :

A (4-43)

0

4.6 EQUATIONS DE TRANSFORMATION DES DEFORMATIONS

Les équations de transformation des déformations planes €,,€ ,€,
définies dans un repére XOY en fonction des déformations €, et vy,

exprimées dans un repere X10Y orienté d'un angle o par rapport a XOY sont
données par:
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ExtE, & —¢
g, = X2 Y+ = yc052a+%sin2a
(4-44)
Vo Ex — €

fa —_ X Yinda+ yﬂcos 2a
2 2

L'analogie qui existe entre ces équations et celles des transformations des
contraintes planes est définie par :

Ox — &
Oy — &y
oo
Ainsi toutes les propriétés des transformations des contraintes planes sont

applicables a celles des déformations. En particulier les déformations
principales:

T

&, +E & — & y
by = yi\/ vy, Loy (4-45)
12 > ( > ) (2)

et 'orientation des déformations principales:

tg20 = —1% (4-46)
x %y
ainsi que les déformations angulaires maximales:
¥ max x “¢y 0 Txy 2 (4-47)
= +
5 \/ ( 3 )"+ ( 5 )

Le principe du cercle de Mohr est valable pour la représentation
géométrique des déformations en respectant I'analogie entre les contraintes et les
déformations. Ainsi les coordonnées des points A et B deviennent:

yxy
5

4
A(gx,%) °t B(e, .-

4.7 MESURE DES DEFORMATIONS: EXTENSIOMETRIE
ELECTRIQUE

Il existe plusieurs méthodes de mesure des déformations (mécanique,
¢lectrique ou optique). On se limitera ici a la méthode de l'extensiométrie
¢lectrique par jauges de déformations qui consiste a déterminer les déformations
longitudinales a l'aide d'une jauge électrique. Une jauge électrique est une
résistance électrique constituée d'un fil métallique replié en brins paralleles et
fixé sur un support isolant et de rigidité négligeable. Ce support est collé avec
soin sur la surface de 1'élément a étudier. La déformation du fil métallique induit
alors une variation de la résistance électrique R de la jauge qui, mesuré par une
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technique appropriée a l'aide d'un pont Weastone, permet de remonter aux
déformations et plus précisément, sous réserve que l'influence de 1'allongement
transversal et du glissement soit négligeable, a 1'allongement dans la direction
longitudinal de la jauge.

Fig. 4.9
Ces jauges sont extrémement sensibles et peuvent détecter des déformations
de l'ordre de 107°. Une jauge permet de mesurer I'allongement relatif suivant
une seule direction, il est donc souvent nécessaire d'utiliser trois jauges pour
effectuer 3 mesures suivant trois directions différentes pour pouvoir déterminer
I'état de déformation en un point de la surface a étudier. L'ensemble des trois
jauges disposées suivant une géométrie précise est appelée rosette.

Dans la pratique on place les 3 jauges de telle facon que les angles qui les
séparent soient des valeurs simples (45°, 60°, 120°).

A l'aide d'une rosette a 45°, fixée en un point d'un élément, on mesure les
déformations relatives €, €, et €45 suivant les axes X, y et l'axe orienté a 45°
respectivement.

Pour définir complétement l'état de déformation dans ce point on doit
déterminer Y . On utilise donc I'équation de transformation suivante:

E.+E, & —E
g, =——L+—= Y cos2a + 12 sin 2 (4-48)
2 2 2
pour o =45° on a:
€, =&y
:>gb=ga+8° + 8% 00590+ Y 6in 90 (4-49)
2 2 2
:>)/Xy:2gb—ga—gc

4.8 APPLICATIONS

Exemple 1

Les mesures des jauges d'une rosette a 45° fixé en un point d'une structure
sont les suivantes:
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g, =¢,=280x107° Y
45°

£ =&, =-160x10"° c

g, =190x107°
Déterminer les déformations principales en 45°

ce point.

Solution
On calcule a l'aide de l'eq.(4-50) Ia Fig. 4.10
déformation angulaire:

Yax = [2%190—280— (~160)]x107° =260x107°

en remplagant dans I'eq.(4-45) les valeurs des déformations &y, gy et Yxy on
obtient:

& =316x10"°

£, =—196x107°

Exemple 2
Une plaque rectangulaire en acier ayant les dimensions L = 800 mm, b =400
mm et t =20 mm est sollicitée par des contraintes normales 6, = 60 N/mm? et 6
=-18 N/mm?. Sachant que E = 2.10° N/mm? et v = 0.3 déterminer la

y
déformation At et la variation du volume AV.
Solution
At 1%
T:gzz—f(ax+ay), car 6,=0
=— 0'35 (60-18)=-6.3x10" mm
2.10
AV AL Ab At
—=—t—+—=5,+6,+&,
V. L b y
(o)
A =T Y —05x107[-18-03x60] = ~1.8x107*
b E E
AL % Y 05x107°[60+18x03]=327x10"*

L * E E?

AV (3.27-1.8-0.63)x10"% = 0.84x10*

AV =400x800x20x0.84x10™* =537.6mm°
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EXERCICES / chapitre 4

40 N/mm?

40 N/mm?

-

l 40 N/mm? l
—_—

]

(@)

4.1 Les ¢tats de contraintes de
quelques points d'un corps chargé
sont représentés sur la Fig. E4.1.
Déterminer les contraintes
principales, l'orientation des axes
principaux, l'intensité et 1'orientation
des contraintes tangentielles
maximales et leurs contraintes
normales associées. Pour chaque cas
schématiser les résultats sur un
¢lément proprement orienté.

v(a) 64.72, (b)48.28, (c)6.7
2472, 828, -16.70
3171, 225, -9.99
#4472,  #28.28, +#11.70
13.28, 22.5,  35.00
20.0, 20.0, 5.0

4.2 Un cas de charge appliqué a une
structure  produit un état de
contrainte en un point schématisé ci-
contre (Fig. E4.2).

1) Déterminer les contraintes
principales et leurs orientations.

2) Déterminer les contraintes
tangentielles  maximales, leurs
orientations et la contrainte associée.

3) Peut-on obtenir une facette de
cisaillement pur? Si oui déterminer
l'orientation de cette facette.

I T6 N/mm?

_—= 4 N/mm?*

T 16 N/mm?
<o

20 N/mm?

Fig. E4.1

v'28.8, 82, 2545, +10.30, -19.54,
18.5

T 12 kg/cm?

8 kg/cm?

—_—

—]

T 25 kg/em?

[

l

Fig. E4.2

4.3 On consideére 1'état de contraintes
plan de la Fig. E4.3.

1. Tracer le cercle de Mohr et
calculer les contraintes principales.
Déterminer les directions principales
dans le plan de contraintes.

2. On veut éviter toute contrainte
de traction, définir la valeur de Oy
strictement nécessaire.

3. On désire réduire davantage le
diamétre du cercle de Mohr, soit
D = 400 N/mm?, déterminer les
contraintes principales nécessaires,
de telle sorte que les directions de
deux d'entre elles restent dans le
plan initial, et sachant que les
gontrain‘fes oy ¢t Xy restant
inchanggées.
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v'450 N/mm? -50 N/mm?- 18.05°
56.25 N/mm?, 467.71 N/mm?,
67.71 N/mm?

150 N/mm?

-—

-—

400 N/mT12

-

Fig. 4.3

4.4 Un point d'une structure
soumise a un chargement est défini
par 1'état de contrainte représenté par
I'élément A sur la Fig. E4.4.
L'élément B représente le méme
point mais orient¢ d'un angle oj.
Calculer la contrainte normale c

yl
et 'angle d'orientation ..
v’ 30 N/mm? 33.7°
30 N/mm?
25 N/mm? l
-
90 N/mm?
<—T A i—»
—

4.5 Résoudre Il'exercice 4.4 en
utilisant la méthode graphique
(Cercle de Mohr).

4.6 Un corps est soumis a un
systetme de forces et de moments.
Chaque systéeme produit un état de
contrainte en un point montré sur la
Fig. E4.6. Déterminer les contraintes
principales et leurs orientation dans
ce point sous l'effet du chargement
combiné.

v'51.96 N/mm?, -51.96 N/mm?, -30°.

4.7 Un €lément unitaire sur un corps
sollicit¢ par des forces extérieures
subit les déformations suivantes:

£x=230x10"0,  £,=510x100, et
_ -6
Yxy=180x107S.

Calculer les déformations d'un
élément orienté de 40°.

v 4343 x10°0

4.8 Une jauge électrique en rosette a
45° est attachée a la base d'un poteau
de portique soumis a un test statique.
Sous l'effet du chargement on
mesure les déformations suivantes:

jauge A, 530 x 10‘6, jauge B,
420 x 100, jauge C, 80 x 1070,
Déterminer les déformations
principales et les déformations
angulaires maximales.

v 316x10°0, -196x1070, 511x
1076
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Y
cL
B
45°
i 45°
A
I |

Fig. E4.8

4.9 Une plaque rectangulaire mince
en acier est soumise a des
contraintes normales uniformes oy
et oy. On mesure les déformations
relatives e, = 0.001 et

&y = -0.0007  respectivement
suivant X et y a l'aide d'une jauge
¢lectrique attachée au point A
comme l'indique la Fig. E4.9.
Sachant que E = 2.07 x 105 N/mm?
et le coefficient de Poisson v =0.3,
déterminer les contrainte oy et oy,

v 179.1 N/mm?, -90.95 N/mm?

O

AANARARRARRARA

b Y 7
GXkAH: X ]

IR NNy

Fig. 4.9




