Chapitre 13

DEFORMATION ELASTIQUE
A LA FLEXION

13.1 GENERALITES

Quand on charge une poutre, la ligne moyenne qui, initialement est droite, se
déforme sous l'effet d'un moment fléchissant. L'allure de 1'axe longitudinal de la
poutre apres flexion (déformé) est appelée ligne élastique.

On s'intéresse au calcul des déformations élastiques a la flexion pour
pratiquement deux raisons :

- Calcul a la rigidité : en plus du calcul a la résistance, on doit parfois vérifier
que la fleche de la poutre ne dépasse pas la valeur de la fleche maximale
permise.

- Le calcul des déformations est essentiel pour l'analyse des systémes
hyperstatiques, comme nous allons le voir dans le chapitre suivant.

13.2 EQUATION DIFFERENTIELLE DE LA LIGNE ELASTIQUE

L'expression de I'équation v .
de la déformation peut étre % X T%P
facilement obtenue a partir de al ——
la relation entre la courbure et l
le moment fléchissant: 4 R

1 M ﬁde

—=—= (13-1)

R EI, Fig. 13.1

L'arc GG' ayant pour longueur dl:

dl =Rd6 (13-2)

ou ~=-99 (13-3)

R dl
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La tangente de la courbure v au point x
est défini par :

dv

dx

tgd (13-4)

Pour des angles de rotations tres petits
on assimile :

et dl=dx (13-6)

En remplacant (13-5) et (13-6) par leurs valeurs dans (13-3) et (13-4) on
obtient :

1 dé
- -7 13-7
R dx ( )
et 6= dv (13-8)
dx
En dérivant (13-8) par rapport a x :
do d*v
" 13-9
i 3 (13-9)
Des équations (13-7) et (13-9), il en résulte :
1 do d%v
T 13-10
R dx dx? ( )
L'équation (13-1) s'écrira donc:
d*v M
Bl A/ 13-11
dx? El ( )

z

C'est 1'équation différentielle de la ligne ¢lastique que l'on integre dans
chaque cas particulier afin de déterminer les fleches des poutres.

Le signe dans 1'équation (13-11) correspond a :
(1) x et v sont positifs vers la droite et vers le bas respectivement.

(2) I'angle 6 est positif dans le sens des aiguilles d'une montre a partir de l'axe
X.

(3) M positif quand il tend les fibres inférieures.

(4) la courbure est positive si la courbe est concave vers le bas (M>0 et 1/R>0)
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On dispose de plusieurs méthodes pour la résolution de 1'équation
différentielle de la déformée. Les procédures les plus utilisées seront présentées
ci-apres.

13.3 METHODE D'INTEGRATION DIRECTE

L'équation de la déformée peut étre obtenue par intégration successive de
I'équation différentielle (13-11).

En intégrant une premicre fois on obtient I'équation de I'angle de rotation :

0(x) = dv j Méx)d x +C, (13-12)
En intégrant une seconde fois il vient :
v(x) = I“ M(X)dx+C }dx+C2 (13-13)

Ou Cq et Cy sont les constantes d'intégration a déterminer a partir des
conditions aux limites.

I1 faut noter que dans le cas des poutres ayant plusieurs trongons dont chacun
possede sa propre équation du moment, il faut substituer I'expression de M dans
chacune des équations différentielles et procéder a l'intégration. Les constantes
d'intégration dans ce cas sont déterminées en utilisant les conditions aux appuis
des extrémités de la poutre et aux conditions de continuité¢ aux limites des
trongons.

13.3.1 Applications

Exemplel

Déterminer l'expression de la
déformée d'une console soumise a une
charge uniformément répartie sur toute l l l l
sa longueur. ! !

N
e

f
Solution L 0
Le moment fléchissant d'une section
située a une distance x de l'extrémité Fig. 13.3
libre est:
2
X
M=-q—
2

En intégrant deux fois 1'équation différentielle de la déformée on obtient:

2
X

EV'(x)=-M = q7
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3
EIV'(x) = E10(x) = q% +C,

4
Elv(x) = %Jr Cx+C,

Conditions aux limites :

3 3
v'(L)=0:>qL—+C1 =0=C, :—qL—
6 6
4 4 4 4
W) =0=q - o o=, 23 _ab
24 6 24 8
o Ljaxt _qr® gl R
D'ou v=— - X + et vV(x)=60(x)=——I\qx" —qL
EI{24 6 8 (x) = 6(x) 6EI(q a )
13 4
 lextrémité libre x=0= 0, =9 o p-d
6EIl 8EI
Exemple 2 a P b
Déterminer les équations de la e
déformeée et deduire la fleche A B
maximale pour une poutre reposant 0 Y 0
librement sur deux appuis et N_ﬂ — — = 7
.y N T f
soumise a une charge concentrée a
une distance a de l'appui A L 4
(Fig. 13.4). L
Solution Fig. 13.4

Les réactions aux appuis sont:

b a
R, =P~ R, =P=
AT L BT L

Equation de la déformée de A vers B: Dans ce cas il existe deux expressions
différentes du moment fléchissant correspondant aux deux trongons de la poutre.
On écrit donc 1'équation de la ligne élastique pour chaque trongon.

EIV;'I—%X (0<x<a)

EIV'2’:—P—I:bx+P(X—a) (a<x<L)

1€T€ Intégration :

Pbx?

Elv] =— +C, (0<x<a)
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2 2
Pbx +P(X a) N

ElV), = - C a<x<L
2 T > 2 ( )

2€ Intégration :
EIVlz—E—Ex3+C1X+C3 (0<x<a)

Pb s, P(x —a)’

Elv, =——x +C,x+C a<x<L
2 6L 2 4 ( )

Calculons les constantes d'intégration :

(Dpour x=0 vi=0= C3=0

_ v Pba? Pba?
x=a V] =vh= - oL +C,=- T +C,
ba’ Pba’

X=a V] =Vyr=> — +C1a+C3:—6—L+C2a+C4

x=L vp=0=Cyg=0
de (2), il vient C; = Cy
de (3),ilvient C3=Cy4 =0

_ Pb(L* -b?)

Nous obtenons de 3) = C1=0Cy oL

(1)

)

3)
4)

Apres substitution, les équations de la ligne €lastique prennent les formes :

v, :i[@(ﬁ e —x2)}
EI| 6L
el(x)=i Q(Lz—bz—sxz) (0<x <a)
EI| 6L
)3
szl I*;X(Lz_bz_xz)+p(x a)
EI| 6L 6
l1{pb > .o 2 P(X—a)2
0,(x) =—| =(* -b* -3 = <x<L
) (X) EILL( X)+ 5 (asx<L)

Les angles de rotation aux appuis :

Pb(L* —~b”) _Pab(L+b)

0,(0) =
1(0) 6LEI 6LEI

Pab(2L —b)

L) =-— 5
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L'angle 0 est maximal pour b= L

NE)

Sia>b, la fléche maximale se situera dans la zone a (v{(x))

dv(x)

=0(x)=0=L?-b*>-3x* =0

max

/LZ—b2 a(L +b)
Xl = =
3 3

3
pb(L* —b?)?2
Vmax =
93LEI

Dans le cas ou la force P agit au milieu de la poutre (a=b= %)

On obtient alors f=

13.4 METHODE DE LA POUTRE CONJUGUEE (FICTIVE) :

La méthode d'intégration directe de I'équation différenticlle de la ligne
¢lastique qui est tres efficace pour les poutres simples a un seul trongon, devient
laborieuse méme pour une poutre a trois trongons. Pour simplifier les calculs il
est parfois utile de se servir d'autres méthodes, comme la méthode des
parametres initiaux ou la méthode grapho-analytique dite méthode de la poutre
conjuguée (fictive).

Cette dernicre est basée sur l'analogie qui existe entre I'équation différentielle
de la déformée et celle qui lie le moment fléchissant a la charge répartie :

d*v(x) M(x) d°M(x)
2 < 2
dx El dx

q(x). (13-14)

Pour une poutre donnée, la méthode grapho-analytique consiste a considérer
le diagramme des moments fléchissant comme une charge fictive répartie
agissant sur une poutre fictive.

La fleche v(x) et l'angle de rotation O(x) de la poutre donnée sont
déterminées respectivement par le rapport du moment fléchissant et de I'effort
tranchant dans une section x de la poutre fictive a la rigidité de la poutre donnée
c'est-a-dire :
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H(X) — Tf (X)
El (13-15)
_ M (x)
v = El

Ou Tg(x) : I'effort tranchant de la poutre fictive
M f(x) : moment fléchissant de la poutre fictive
Les regles de construction de la poutre fictive sont les suivantes :

1- Un appui a l'extrémité de la poutre réelle reste inchangé pour la poutre
fictive.

2- Un appui intermédiaire de la poutre réelle est remplacé par une articulation
dans la poutre fictive.

3- Une articulation de la poutre réelle devient un appui intermédiaire dans la
poutre fictive.

4- L'encastrement de la poutre réelle est pris comme extrémité libre dans la
poutre fictive.

5- Une extrémité libre de la poutre réelle devient un encastrement dans la
poutre fictive.

poutre réelle

poutre fictive

WA 4

Le diagramme positif du moment fléchissant de la poutre réelle agit sur la
poutre fictive de haut en bas et le diagramme négatif du moment fléchissant de la
poutre réelle agit sur la poutre fictive de bas en haut.

Il faut noter aussi que cette méthode est efficace pour calculer les
déplacements des sections particulieres de la poutre, pourvu qu'il soit facile de
déterminer les aires et les centres de gravité des diagrammes du moment
fléchissant.

13.4.1 Applications

Exemple 1
Ondonne P,L,Eectl

- Déterminer O, O et fa

- Déterminer la charge P pour que  f_,, < 300
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Solution P l

Les réactions :

ZM/A‘d =0 fl<—7z—>)

L L
2 3 V "
( C
pL? pL? ¥ ’
:>VC :__:>TC :_VC —T Va 7?\&
Fig. 13.6
PL*  —5PL? ~5PL?
Vy =-PLxL+——= =Ty =Vy =——
A 6 6 A A 5
2
M, = Pl oL+ P2 L = 2P}
6 3
T, —5PL?
EI 6EI
_Te _pU
¢ El  6EI
3
Fo _M, _2PL < L :>P£E—Iz
EI 3EI 1000 2L
Exemple 2 q
Déterminer la fleche au point C et \ Y v v %
la rotation au point B de la poutre © T B A
ci-contre. ‘ 2qa
Solution: 2a a
On détermine les aires des B L, .
diagrammes des moments de chaque L
‘Eronc;on et les bras de levier par rapport AF ) AF) 2
aC. M, 2qa
4
3

poutre fictive

L = % a Fig. 13.7
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L'aire de la section 1: Q= h?L
F2 = 2qa3 L2 :ia
2
:F:,> = qa3 L2 zia
2
M, =Y FL =V, = 7qa’*
C 1 1 C EI
2qa3
T, =F, = 6 =
B 2 B El

13.5 METHODES DES PARAMETRES INITIAUX (MacAulay)

La méthode des paramétres initiaux est basée sur le principe de la fonction
discontinue pour la détermination d'une expression unique du moment
fléchissant d'une poutre de plusieurs trongons. L'intégration directe de cette
expression résulte en deux constantes C, = 0, et C, = v qui s'averent étre
les parametres initiaux.

Ainsi si on prend l'origine des coordonnées aux points situés a l'extréme

gauche de la poutre, les expressions de v(x) et 6(x) sont données par les
équations :

2 3 3 4
EI0(x) = E16, + ZM@ﬁLZP%jL ch%_zqd (-9, 3q &9

3! 41
22'(x—df
- da+...

X M(x —a)? P(x —b)’ x —¢)*
EIV(X):EIV0+EIQ9()F+Z (2' ) >y (3' ) +ch(4' )

qa(x—-d)* qi(x—c)’ qy(x—d)’°
-2 41 3 51 -2 s

Ou:

M : moments concentrés extérieurs ou a l'encastrement

a : distance entre l'origine des coordonnées et les points d'application des
moments M

p : les forces concentrées y compris les réactions

b : distances entre l'origine des coordonnées et les points d'application des
forces P

dcs qd : respectivement, les intensités au début et a la fin de la charge
répartie
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q'c, q'q - respectivement, les valeurs des dérivées de q aux points x= ¢ et X =

Les directions des charges sont positives comme indiquées ci-dessous :

q
P q. d
a M b C
A w L,
U X ) , ] X
| 1 d |
X | | X )
y y y
Fig. 13.8
Les deux parametres initiaux Vo et 60 sont déterminés par les conditions
d'appui de la poutre.
13.5.1 Application
{termi : 4kN
. Déterminer . la ﬂeche 32KkN.m 4kN
maximale et les rotations aux appuis  1kN/m N
de la poutre représentée sur la Fig. ¢ ¢ “ ¢ ¢ ‘ C

13.9.

Solution

Par les équations de la statique
on détermine les réactions aux
appuis et on trouve:

RA=10kN

RB: 10 kN

EI0(x) = EI6, —%XZ o

5 3
Elv(x) = Elv, + El@,x ——x~ +
(x) 0 0X 3 a

Elv(0)=0= Elvy = v, =0

118.22
Elv(12)=0= 6, =
(12) o Bl
118.22
0(0)=6, =
0)=6, =
57.78

0(12)=->-=

x (x-12)°

Ay vy

+2(x —4)? +32(x —8) — 5(x —12)°

4 Y 3
X (x-12) +2(x34) N

24

16(x —8)* —%(x—lZ}s
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La fleche maximale :

0(x) = 0 = équation polynomiale de degré 3.
X 0 4 8 12 16
EIO(x) 118.22 48.89 -84.4 -57.78 -25.78

Donc 6(x)=0pourx € 14,8
En utilisant la méthode de dichotomie, on converge vers x = 5.48

= v(5.48) =+ 14
EI

13.6 SUPERPOSITION DES DEFORMATIONS

Les équations différentielles de la déformée sont des équations linéaires c'est-
a-dire tous les termes de v, v' et v" sont du premier ordre. Les déformations dues
a plusieurs cas de charges peuvent étre donc superposées ou cumulées. Cette
méthode est surtout utilisée quand le chargement est composé de plusieurs cas de
charge élémentaire ou les déformations sont données dans les aides mémoires de
la RDM.

Exemple : q P
Déterminer la fleche 7 l
maximale de la poutre ci-

CIfmax
Solution ‘—’ﬁ

dessous.

a
fonax = g + T q
7

g o9 (4L-a) “”%? ffq
1 24E1

N P
L 7 i
P 3EI (®) i%

3 3041
£o- PL L9 (4L —a)
3EI 24El
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EXERCICES / chapitre 13

13.1 Déterminer les équations
des déformées et des rotations et
calculer les valeurs caractéristiques
des poutres de la Fig. E13.1.

v’ (a)v.=Pa*(3L-a)/6EI
Op=-Pa’/2EI ; (b) vp=qL?/30EL
Op=-qL*/24EI

P
A
C
- B
a
L
(a) B
A q
EEEEEEEEEEEEEEE RN
L
W)
Fig. E13.1

13.2  En utilisant les équations
différentielles de la déformée,
déterminer la fleche maximale
d'une poutre simplement appuyée
aux extrémités sous une charge
uniformément répartie sur toute la
longueur.

Si la poutre a une section
symétrique en I, et constituée d'un
matériau dont le module d'élasticité
est de 185x109 N/m? avec une
contrainte admissible de
125x106 N/m?, montrer que la
flecche maximale peut-étre éEcrite
sous la forme f;,,« =KL*d, ou L
est la portée de la poutre et d la
hauteur de la section. Trouver aussi
la valeur de K.

v K=14Ix10"0

13.3 Soit une barre de section
carrée de coté a, constituée d'un
matériau de densité d. Elle est
encastrée a une extrémité et libre a
l'autre. Calculer sa longueur L pour
que son poids propre ne provoque
pas une fleche supérieure a L/200.

v L<[EI/25dga’]13

134 Déterminer la  charge
maximale q uniformément repartie
sur la console de la Fig. E13.4,
sachant que la fleche admissible est
de [f] = 10mm.

v q<5385N/m.

q 10 cm
/-

ANNNARENR H

1m Im

Fig. E13.4

13.5 Calculer la fleche d'une
section située a 2.3 m de I'extrémité
gauche de la poutre de Ia
Fig. E13.5. On donne E = 7x10%
N/mm?, I = 6x100 mm*.

v f=64.2 mm
20kN
3N 17kN/m
/
L—::—Jﬂ—J
2m 1.5m 0.5m

Fig. E13.5
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13.6 Une poutre ABC de
longueur L est simplement appuyée
en A et B laissant le trongon BC en
porte a faux. La poutre qui se
déforme sous l'effet de son poids
propre devrait rester horizontale au
niveau de B.

Déterminer la position de l'appui B.

v AB =2L/3

13.7 Le déplacement d'un point
B situé¢ a L/3 de l'extrémité libre
d'une console  uniformément
chargée est empéché par
l'application  d'une  force R
(Fig. E13.7).

Trouver la valeur de R et le
rapport de Il'angle de rotation a
'extrémité libre par rapport a celui
du point B.

v R=17qL/24, 6,/6),=1/3

q

«
hal

R

Fig. E13.7

13.8  En utilisant la méthode de
la poutre fictive, calculer Ila
déformation et l'angle de rotation
au point C de la poutre figurant sur
Fig. E13.8.

v 6. =7qL3/48El,
V,=41qL4/384 EI

LI
CL/3 IB 2L/3 A

q
=
A B Y 7111771y ¢
L/2 L/2 )
Fig. E13.8

13.9 Une poutre coudée est
encastrée en A (Fig. E13.9). Sous
lI'action d'une force F la déformée
prend la forme AB'C'.

Exprimer les fleches Vi, et V.
ainsi que la rotation Oy,

Exprimer la fleche V, si BC
¢tait infiniment rigide.

vV, = F(ab2ED, 6,
F(ab/El), V.= F(bYED(a+b/3), V, =
b6 =F(ab”/El)

Fig. E13.9



